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摘　要：主要考虑一类粘性扩散方程 ｕ
ｔ
－λΔｕｔ

－ｄｉｖ（ｇ（ Ｇσｕ）ｕ）＝０的Ｎｅｕｍａｎｎ边值问题。此类方程

也称为伪抛物型方程，它具有丰富的物理背景，在土壤力学、热传导及流体力学中有着广泛的应用，与图像恢

复也有着密切联系。主要利用不动点方法证明其弱解的存在性，进一步证明弱解的唯一性。
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　　本文旨在讨论如下粘性扩散方程初边值问题的
弱解的存在唯一性，

ｕ
ｔ
－λΔｕｔ

－ｄｉｖ（ｇ（Ｇσｕ）ｕ）＝０，

ｘ∈Ω，０＜ｔ＜Ｔ （１）
ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ），ｘ∈Ω （２）
ｕ
ｎΩ

＝０，０＜ｔ＜Ｔ （３）

其中Ω为Ｒｎ空间中的有界区域，边界适当光滑，ｎ

是Ω的单位外法向量，λ ＞０，ｇ( )ｓ＝
１

１＋ｓ２
，

Ｇσ（ｘ）表示高斯核 Ｇσ（ｘ） ＝
１

（４πσ）Ｎ／２
ｅｘｐ（－

ｘ２／４σ），且 Ｇσｕ＝ ∑
Ｎ

ｉ＝１

Ｇσ
ｘｉ
( )ｕ[ ]

２ １
２
。

方程 （１）也称为伪抛物型方程，可以描述多
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孔介质中的两相流体［１］，单向传播的非线性耗散

长波［２］以及人口的聚集［３］等自然现象。实际上，

方程 （１）与图像恢复中的 ＰＭ模型也有着密切联
系。众所周知自上世纪８０年代，ＰＤＥ方法已开始
应用于图像处理领域，如今 ＰＤＥ模型已成为图像
恢复的一个有效工具。这其中 ＰＥＲＯＮＡ和 ＭＡ

ＬＩＫ［４］提出的 ＰＭ模型 ｕ
ｔ
＝ｄｉｖ（ ｕ

１＋ ｕ／ｋ２）引

起了人们的关注，因其各向异性扩散的性质，与其

它模型相比能更好地保护边界，其中 ｋ为阈值常
数。由于ＰＭ模型很不稳定，易误判边界，于是，

ＬＩＯＮＳ等［５］ 给 出 了 改 进 的 ＰＭ 模 型
ｕ
ｔ
＝

ｄｉｖ ｕ
１＋｜Ｇσ（ｕ／ｋ）｜

( )２ 。ＥＬＬＩＯＴＴ等［６］研究了

推广的ＰＭ模型ｕ
ｔ
－λΔｕｔ

＝ｄｉｖ ｕ
１＋｜ｕ／ｋ｜( )２ 。

在上述工作的启发下，本文考虑模型 （１），不失
一般性，其阈值常数ｋ＝１。

近年来，众多数学工作者开展了对伪抛物型方

程的理论研究。如 ＫＡ?ＫＩＮＡ等［７］，ＣＡＯ等［８］建立

了具内部源的伪抛物型方程的指标理论；ＴＥＲＲＡ
ＣＩＮＡ等［９］利用伪抛物正则化，对具ｃｕｂｉｃｌｉｋｅ形式
响应函数的正倒向非线性扩散方程弱熵解的存在唯

一性做了一系列的讨论。对形如方程 （１）的非线
性伪抛物方程的研究始于上世纪７０年代，ＤＡＶＩＳ

于１９７２年就研究了伪抛物型方程 ｕ
ｔ
＝λ

ｕｘｘ
ｔ
＋

σ（ｕｘ）ｘ
ｕ
ｔ
＝λ
ｕｘｘ
ｔ
＋σ（ｕｘ）ｘ的初边值问题整体解

的存在性。ＧＬＡＤＫＯＶ［１０］研究了伪抛物型方程ｕ
ｔ
＝

λ
ｕｘｘ
ｔ
＋σ（ｕ）ｘｘ的Ｃａｕｃｈｙ问题解的唯一性。然而对

问题 （１）－（３）解的存在唯一性，还未见完整讨
论。在本文中，我们利用不动点方法给出弱解的存

在性，进一步证明了弱解的唯一性。

本文安排如下：第一部分证明问题 （１）－（３）
弱解的存在性，第二部分给出唯一性。

１　弱解的存在性

令空间 Ｗ ＝｛ｗ∈ Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ１（Ω））；ｗｔ∈
Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ１（Ω））｝，Ｗ是一个 Ｂａｎａｃｈ空间，具有
范数‖ｗ‖Ｗ ＝‖ｗ‖Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ１（Ω））＋‖ｗｔ‖Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ１（Ω））。

本文中我们考虑的弱解定义如下

定义１　称ｕ为问题 （１）－（３）的弱解，如果

ｕ∈Ｗ，满足积分等式

∫Ω（ｕｔφ＋λｕｔ·φ＋
ｇ（Ｇσｕ）ｕ·φ）ｄｘ＝０，

φ∈Ｈ１（Ω），　ｔ∈（０，Ｔ）
并且

ｅｓｓｌｉｍ
ｔ→０＋∫Ωｕ（ｘ，ｔ）ξ（ｘ）ｄｘ＝

∫Ωｕ０（ｘ）ξ（ｘ）ｄｘ，　ξ∈Ｃ∞０（Ω）
为利用Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理来证明弱解的存在性，
我们首先讨论如下的线性化问题

ｕ
ｔ
－λΔｕｔ

－ｄｉｖ（ｃ（ｘ，ｔ）ｕ）＝０，

ｘ∈Ω，ｔ∈（０，Ｔ） （４）
其中ｃ（ｘ，ｔ）是一个给定的具有正下界的函数，且
ｃ／ｔ有界。由经典理论［１１］可知，问题 （２）－（４）
弱解的存在唯一性可以利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法得到。

命题１　对任意的 ｕ０∈ Ｈ
１（Ω），线性化问题

（２）－（４）具有唯一弱解ｕ∈Ｗ。
定理１　若ｕ０∈Ｈ

１（Ω），问题 （１）－（３）存
在弱解。

证明　这里我们采用 Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点理论来
证明。令ｗ∈Ｗ，使得
‖ｗ‖Ｌ∞（０，Ｔ；Ｌ２（Ω））＋‖ｗｔ‖Ｌ∞（０，Ｔ；Ｌ２（Ω））≤ｃ１‖ｕ０‖Ｈ１（Ω）

其中 ｃ１为待定正常数。因为 ｗ，ｗ／ｔ满足上式，
则 有 Ｇσｗ 和 Ｇσｗｔ 属 于 Ｌ∞（０，Ｔ；
Ｃ∞（Ω）），且存在依赖于Ｇσ和Ω的常数ｃ２，使得
‖Ｇσｗ‖Ｌ∞（０，Ｔ；Ｌ∞（Ω））≤ｃ１ｃ２‖ｕ０‖Ｈ′（Ω），

‖Ｇσｗｔ‖Ｌ∞（０，Ｔ；Ｌ∞（Ω））≤ｃ１ｃ２‖ｕ０‖Ｈ′（Ω）

因此有

１
１＋（ｃ１ｃ２ ｕ０ Ｈ１（Ω））

２≤ｇ（Ｇσｗ）≤１，

ｇ（Ｇσｗ）
ｔ

≤２ｃ１ｃ２‖ｕ０‖Ｈ１（Ω） （５）

考虑如下问题

∫Ω（ｕｔφ＋λｕｔ·φ＋
ｇ（Ｇσｗ）ｕ·φ）ｄｘ＝０，

φ∈Ｈ１（Ω），　ｔ∈（０，Ｔ） （６）
由式 （５）和命题１，问题 （６）具有唯一解 ｕｗ∈
Ｗ。

令φ＝ｕω，代入问题 （６）并从０到ｔ上积分
有

１
２∫Ω ｕｗ ２ｄｘ＋λ２∫Ω ｕｗ ２ｄｘ＋

８５
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∫
ｔ

０
∫Ωｇ（Ｇσｗ） ｕｗ

２ｄｘｄｔ＝

１
２∫Ω ｕｗ（ｘ，０）２ｄｘ＋λ２∫Ω ｕｗ（ｘ，０）２ｄｘ

于是可得

∫Ω ｕｗ ２ｄｘ≤（１＋λ）‖ｕ０‖
２
Ｈ１（Ω），

∫Ω ｕｗ ２ｄｘ≤（１＋１λ
）‖ｕ０‖

２
Ｈ１（Ω） （７）

令φ＝
ｕｗ
ｔ
，代入问题 （６）并利用式 （５）及

Ｙｏｕｎｇ不等式有

∫Ω ｕｗｔ
２

ｄｘ＋λ２∫Ω ｕｗｔ
２

ｄｘ≤ １
２λ∫Ω｜ｕｗ｜２ｄｘ．

由式 （７）有

∫Ω ｕｗｔ
２

ｄｘ≤ １
２λ１＋

１( )λ ‖ｕ０‖２
Ｈ１（Ω），

∫Ω ｕｗｔ
２

ｄｘ≤ １
λ２
１＋１( )λ ‖ｕ０‖２

Ｈ１（Ω） （８）

取‖ｕ０‖ 使得 ‖ｕｗ‖Ｌ∞（０，Ｔ；Ｌ２（Ω））
＋‖ ｕｗｔ‖Ｌ∞（０，Ｔ；Ｌ２（Ω））

≤ｃ１‖ｕ０‖Ｈ１（Ω），即ｃ１≥ １＋槡 λ＋ １＋槡 λ
槡２λ

。这样

我们确定 ｃ１。进一步，由式 （７）和式 （８）我们
可以得到

‖ｕｗ‖Ｌ∞（０，Ｔ；Ｌ２（Ω））≤ｃ３，
‖ｕｗｔ ‖Ｌ∞（０，Ｔ；Ｌ２（Ω））≤ｃ４ （９）

我们引入如下定义的子空间Ｗ０
Ｗ０ ＝｛ｗ∈Ｗ；ｗ在弱意义下满足（２）和（３），

‖ｗ‖Ｌ∞（（０，Ｔ）；Ｌ２（Ω））＋‖ｗｔ‖Ｌ∞（（０，Ｔ）；Ｌ２（Ω））≤
ｃ１‖ｕ０‖Ｈ１（Ω），‖ｗ‖Ｌ∞（（０，Ｔ）；Ｌ２（Ω））≤ｃ３，

‖ｗｔ‖Ｌ∞（（０，Ｔ）；Ｌ２（Ω））≤ｃ４｝
为了利用Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理，我们需要证明 Ｐ：
ｗ→ｕｗ从Ｗ０到Ｗ０弱连续。令ｗｊ为Ｗ０中一列弱收
敛于ｗ的序列，ｕｊ＝ｕｗｊ。往证Ｐ（ｗｊ）＝ｕｊ弱收敛
于Ｐ（ｗ）＝ｕｗ。根据式 （７）－（９）和Ｓｏｂｏｌｅｖ空间
中的经典结论，我们可以从ｕｊ得到一个收敛于ｕ的
子列，使得

ｗｊ→ｗ在Ｌ
２（０，Ｔ；Ｌ２（Ω））中且几乎处处于 Ω

×（０，Ｔ）上；
Ｇσ
ｘｋ
ｗｊ→

Ｇσ
ｘｋ
ｗ在Ｌ２（０，Ｔ；Ｌ２（Ω））中且几

乎处处于Ω×（０，Ｔ）上，ｋ＝１，２，…；

ｇ（Ｇσｗｊ）→ ｇ（Ｇσｗ）在 Ｌ
２（０，Ｔ；

Ｌ２（Ω））中且几乎处处于Ω×（０，Ｔ）上；
ｕｊ→ｕ在Ｌ∞（０，Ｔ；Ｌ

２（Ω））中弱收敛；
ｕｊ
ｔ→

ｕ
ｔ
在Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ１（Ω））中弱收敛；

ｕｊ
ｔ →

ｕ
ｔ
在Ｌ∞（０，Ｔ；Ｌ２（Ω））中弱收敛；

ｕｊ→ ｕ在 Ｌ
２（０，Ｔ；Ｌ２（Ω））中和且几乎处处于

Ω×（０，Ｔ）上；
ｕｊ
ｘｋ
→ ｕｘｋ

在 Ｌ∞（０，Ｔ；Ｌ２（Ω））中弱收敛，ｋ＝

１，２，…；
ｕｊ（ｘ，０）→ｕ０（ｘ）在Ｌ

２（Ω）中；
ｕｊ
ｔ
（ｘ，０）→０在Ｈ１（Ω）中

通过以上收敛我们得到ｕ＝Ｐ（ｗ）。由于问题
（６）的解是唯一的，序列ｕｊ＝Ｐ（ｗｊ）在Ｗ０中弱收
敛于ｕ＝Ｐ（ｗ），即Ｐ弱连续。根据Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动
点定理，存在ｗ∈Ｗ０使得ｗ＝Ｐ（ｗ）＝ｕｗ，即ｕｗ
为问题 （１）－（３）的解。

２　弱解的唯一性
定理２　问题 （１）－（３）的弱解是唯一的。
证明　令ｕ１，ｕ２为 （１）－（３）两个弱解。则

对于几乎每一个（０，Ｔ）中的ｔ和ｉ＝１，２，我们有
（ｕ１－ｕ２）

ｔ
－λ
（Δｕ１－Δｕ２）

ｔ
－

ｄｉｖ（α１（ｕ１－ｕ２））＝ｄｉｖ（（α１－α２）ｕ２），
ｘ∈Ω，０＜ｔ＜Ｔ （１０）

ｕ１（ｘ，０）－ｕ２（ｘ，０）＝０，ｘ∈Ω （１１）
（ｕ１－ｕ２）
ｎ Ω

＝０，　 ０＜ｔ＜Ｔ （１２）

其中αｉ（ｘ，ｔ）＝ｇ（Ｇσｕｉ）。
令０＜ｓ＜Ｔ，且

ｖｉ（·，ｔ）＝
∫
ｓ

ｔ

ｕｉ（·，τ）ｄτ，０＜ｔ≤ｓ；

０， ｓ≤ｔ＜Ｔ
{

，

其中ｉ＝１，２。于是对于每一个０＜ｔ＜Ｔ，ｖｉ（·，ｔ）

∈Ｈ１（Ω），
ｖｉ
ｎΩ

＝０。用 ｖ１－ｖ２乘式 （１０）并

在Ω×（０，ｓ）上积分，利用式 （１１）－（１２）和（ｖ１
－ｖ２）（·，ｓ）＝０，得到

∫
ｓ

０
∫Ω（－（ｕ１－ｕ２）

（ｖ１－ｖ２）
ｔ

＋

α１（ｕ１－ｕ２）（ｖ１－ｖ２））ｄｘｄｔ＋

９５
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∫
ｓ

０
∫Ωλ
（ｕ１－ｕ２）

ｔ
（ｖ１－ｖ２）ｄｘｄｔ＝

－∫
ｔ

０
∫Ω（α１－α２）ｕ２（ｖ１－ｖ２）ｄｘｄｔ

由于
ｖ
ｔ
（ｘ，ｔ）＝－ｕ（ｘ，ｔ），则有

∫
ｓ

０
∫Ω ｕ１－ｕ２ ２ｄｘｄｔ＋∫

ｓ

０
∫Ωλｕ１－ｕ２ ２ｄｘｄｔ＋

１
２∫Ωα１（·，０）（ｖ１－ｖ２）ｄｘ＝

－∫
ｓ

０

（∫Ω（α１－α２）ｕ２（ｖ１－ｖ２）ｄｘ＋
１
２∫Ω （ｖ１－ｖ２）２α１

ｔ
ｄｘ）ｄｔ （１３）

类似于存在性的证明，存在依赖 Ｇσ，Ω 和
‖ｕｉ０‖Ｈ１（Ω）的正常数ｃ５和ｃ６使得ｃ５≤αｉ（·，０）≤

１，ｃ５≤αｉ≤１，
αｉ
ｔ
≤ｃ６，ｘ∈Ω，ｔ∈（０，Ｔ），ｉ＝１，

２。根据式 （１３）可以得到

∫
ｓ

０
∫Ω ｕ１－ｕ２ ２ｄｘｄｔ＋∫

ｓ

０
∫Ωλｕ１－ｕ２ ２ｄｘｄｔ＋

ｃ５
２∫Ω （ｖ１－ｖ２）（·，０）２ｄｘ≤

∫
ｓ

０

（α１－α２Ｌ∞（Ω）（∫Ω ｕ２ ２ｄｘ）
１
２·

（∫Ω （ｖ１－ｖ２）２ｄｘ）
１
２＋

ｃ６
２∫Ω （ｖ１－ｖ２）２ｄｘ）ｄｔ （１４）

由于 ｇ（ｓ）和 Ｇσ 是光滑的，我们有 ‖α１ －
α２‖Ｌ∞（Ω）≤ｃ７‖ｕ１－ｕ２‖Ｌ２（Ω），其中 ｃ７是取决于
ｇ（ｓ）和 Ｇσ的常数。对式 （１４）使用 Ｙｏｕｎｇ不等
式，得到

∫
ｓ

０
∫Ω ｕ１－ｕ２ ２ｄｘｄｔ＋∫

ｓ

０
∫Ωλｕ１－ｕ２ ２ｄｘｄｔ＋

ｃ５
２∫Ω （ｖ１－ｖ２）（·，０）２ｄｘ≤

ｃ∫
ｓ

０

（∫Ω ｕ１－ｕ２ ２ｄｘ＋∫Ω （ｖ１－ｖ２）２ｄｘ）ｄｔ

现在我们令ωｉ（·，ｔ）＝∫
ｔ

０

ｕｉ（·，τ）ｄτ，０＜ｔ＜Ｔ，则

上式为

∫
ｓ

０
∫Ω ｕ１－ｕ２ ２ｄｘｄｔ＋∫

ｓ

０
∫Ωλｕ１－ｕ２ ２ｄｘｄｔ＋

ｃ５
２∫Ω （ｗ１－ｗ２）（·，０）２ｄｘ≤

ｃ∫
ｓ

０

（∫Ω ｕ１－ｕ２ ２ｄｘ＋∫Ω （ｗ１－ｗ２）（·，ｓ）－
（ｗ１－ｗ２）（·，ｔ）

２ｄｘ）ｄｔ （１５）
由于 ‖（ｗ１ －ｗ２）（·，ｓ）－（ｗ１ －ｗ２）（·，
ｔ）‖２

Ｌ２（Ω） ≤ ２‖（ｗ１ － ｗ２）（·，ｓ）‖
２
Ｌ２（Ω） ＋

２‖（ｗ１－ｗ２）（·，ｔ）‖
２
Ｌ２（Ω），因此式 （１５）为

∫
ｓ

０
∫Ω ｕ１－ｕ２ ２ｄｘｄｔ＋∫

ｓ

０
∫Ωλｕ１－ｕ２ ２ｄｘｄｔ＋

ｃ５
２∫Ω （ｗ１－ｗ２）（·，０）２ｄｘ≤

ｃ∫
ｓ

０

（∫Ω ｕ１－ｕ２ ２ｄｘ＋２∫Ω （ｗ１－ｗ２）（·，ｔ）２ｄｔ＋

２ｃｓ‖（ｗ１－ｗ２）（·，ｓ）‖Ｌ２（Ω）

选取足够小的Ｔ１，使得
ｃ５
２－２Ｔ１≥

ｃ５
４。那么如果

０≤ｓ≤Ｔ１，我们便有

∫
ｓ

０
∫Ω ｕ１－ｕ２ ２ｄｘｄｔ＋∫

ｓ

０
∫Ωλｕ１－ｕ２ ２ｄｘｄｔ＋

∫Ω （ｗ１－ｗ２）（·，ｓ）ｄｘ≤
ｃ∫
ｓ

０

（∫Ω ｕ１－ｕ２ ２ｄｘ＋∫Ω （ｗ１－ｗ２）（·，ｔ）２ｄｘ）ｄｔ

则由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式的积分形式可知在 （０，Ｔ１］上
ｕ１－ｕ２≡０。最后，在区间（Ｔ１，２Ｔ１］，（２Ｔ１，３Ｔ１］
等上进行同样的步骤，最终在（０，Ｔ）上得到ｕ１≡ｕ２。
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络解决复杂数据系统的实时性高精度建模与预测问

题提供了可借鉴的思路。

参考文献：

［１］　周辉仁，郑丕谔．四层ＢＰ神经网络的一种结构设计方
法及应用［Ｊ］．系统仿真学报，２００８，２１（９）：２３２５－
２３３３．

［２］　周春光，张冰，梁艳春，等．模糊神经网络及其在时间
序列分析中的应用［Ｊ］．软件学报，１９９９，１０（１２）：
１３０４－１３０９．

［３］　沈谦，王涛，张德龙．基于模糊前向神经网络的 ＰＶＣ
识别方法［Ｊ］．计算机工程与科学，２０００，２２（６）：６０
－６２．

［４］　张雨浓，劳稳超，余晓填，等．两输入幂激励前向神经
网络权值与结构确定［Ｊ］．计算机工程与应用，２０１２，
４８（１５）：１０２－１０６．

［５］　张雨浓，曲璐，陈俊维，等．多输入Ｓｉｇｍｏｉｄ激励函数神
经网络权值与结构确定法［Ｊ］．计算机应用研究，
２０１２，２９（１１）：４１１３－４１５１．

［６］　肖秀春，张雨浓，姜孝华．ＭＩＳＯ多元广义多项式神经
网络及其权值直接求解［Ｊ］．中山大学学报：自然科学
版，２００９，４８（４）：４２－５６．

［７］　杨文光，闫守峰，文小艳．双输入型模糊前向神经网络
的构建［Ｊ］．湖南师范大学：自然科学学报，２０１３，３６
（３）：３３－３８．

［８］　王建军，徐宗本．多元多项式函数的三层前向神经网
络逼近方法［Ｊ］．计算机学报，２００９，３２（１２）：２４８２－
２４８８．

［９］　曹飞龙，张永全，潘星．构造前向神经网络逼近多项式
函数［Ｊ］．模式识别与人工智能，２００７，２０（３）：３３１－
３３５．

［１０］　曹飞龙，徐宗本．多变元周期函数的神经网络逼近：
逼近阶估计［Ｊ］．计算机学报，２００１，２４（９）：９０３－
９０８．

［１１］　ＺＨＡＮＧＹＮ，ＷＡＮＧＪ．Ｒｅｃｕｒｒｅｎｔｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｓｆｏｒ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒｏｕｔｐｕｔｒｅｇｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ，２００１，３７
（８）：１１６１－１１７３．

［１２］　张雨浓，杨逸文，肖秀春，等．样条神经网络的权值直
接确定法［Ｊ］．系统工程与电子技术，２００９，３１
（１１）：２６８５－２６８８．

［１３］　吴勃英，王德明．数值分析原理［Ｍ］．北京：科学出
版社，２００７．

［１４］　朱长青．双三次样条插值函数乘积型计算原理及其
应用［Ｊ］．测绘工程，１９９８，７（２）：１７－２１．

［１５］　朱长青．数值计算方法及其应用［Ｍ］．北京：科学出
版社，２００６．

［１６］　史荣昌，魏丰．矩阵分析［Ｍ］．北京：北京理工大学
出版社，２０１０．

［１７］　梁学章，李强．多元逼近理论［Ｍ］．北京：国防工业
出版社，

檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵

２００５．

（上接第６０页）

［４］　ＰＥＲＮＡＰ，ＭＡＬＩＫＪ．Ｓｃａｌｅｓｐａｃｅａｎｄｅｄｇｅｄｅｔｅｃｔｉｏｎｕ
ｓｉｎｇａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃｄｉｆｆｕｓｉｏｎ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓｏｎＰａｔｔｅｒｎＡ
ｎａｌＭａｃｈｉｎｅＩｎｔｅｌｌ，１９９０，１２（７）：６２９－６３９．

［５］　ＣＡＴＴＦ，ＬＩＯＮＳＰ，ＭＯＲＥＬＪＭ，ｅｔａｌ．Ｉｍａｇｅｓｅｌｅｃｔｉｖｅ
ｓｍｏｏｔｈｉｎｇａｎｄｅｄｇｅｄｅｔｅｃｔｉｏｎｂｙｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｕｓｉｏｎ［Ｊ］．
ＳＩＡＭＪＮｕｍｅｒＡｎａｌ，１９９２，２９（１）：１８２－１９３．

［６］　ＥＬＬＩＯＴＴＣＭ，ＧＡＷＲＯＮＢ，ＭＡＩＥＲＰＡＡＰＥＳ，ｅｔａｌ．
Ｄｉｓｃｒｅｔｅｄｙｎａｍｉｃｓｆｏｒｃｏｎｖｅｘａｎｄｎｏｎｃｏｎｖｅｘｓｍｏｏｔｈｉｎｇ
ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｓｉｎＰＤＥｂａｓｅｄｉｍａｇｅｒｅｓｔｏｒａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｃｏｍｍｕｎ
ＰｕｒｅＡｐｐｌＡｎａｌ，２００６，５（１）：１８１－２００．

［７］　ＫＡ?ＫＩＮＡＥＩ，ＮＡＵＭＫＩＮＰＩ，ＳＨＩＳＨＭＡＲＥＹＩＡ．Ｔｈｅ
ＣａｕｃｈｙｐｒｏｂｌｅｍｆｏｒａＳｏｂｏｌｅｖｔｙｐｅｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｐｏｗｅｒ
ｌｉｋｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ［Ｊ］．ＩｚｖＭａｔｈ，２００５，６９（１）：５９－
１１１．

［８］　ＣＡＯＹ，ＹＩＮＪＸ，ＷＡＮＧＣＰ．Ｃａｕｃｈｙｐｒｏｂｌｅｍｓｏｆ
ｓｅｍｉｌｉｎｅａｒｐｓｅｕｄｏｐａｒａｂｏｌｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｊ．Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，２００９，２４６：４５６８－４５９０．

［９］　ＴＥＲＲＡＣＩＮＡＡ．Ｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅｂｅｈａｖｉｏｒｏｆｔｈｅｔｗｏｐｈａｓｅｅｎ
ｔｒｏｐｙｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆａｆｏｒｗａｒｄｂａｃｋｗａｒｄｐａｒａｂｏｌｉｃｐｒｏｂｌｅｍ
［Ｊ］．ＳＩＡＭＪＭａｔｈＡｎａｌ，２０１１，４３：２２８－２５２．

［１０］　ＧＬＡＤＫＯＶＡＬ．ＵｎｉｑｕｅｎｅｓｓｓｏｌｖａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅＣａｕｃｈｙ
ｐｒｏｂｌｅｍｆｏｒｃｅｒｔａｉｎｑｕａｓｉｌｉｎｅａｒｐｓｅｕｄｏｐａｒａｂｏｌｉｃｅｑｕａ
ｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＮｏｔｅｓ，１９９６，６０（３）：２６４－
２６８．

［１１］　ＥＶＡＮＳＬＣ．Ｐａｒｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｍ］．２ｎｄ
ｅｄ，ＲｈｏｄｅＩｓｌａｎｄ：ＡｍｅｒｉｃａｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｏｃｉｔｅｔｙ，
２０１０．

６６


